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Aufgabe 1 (14 1+ 4+ 4 Punkte). Gegeben sei die komplexe Zahl
w := cos(27/5) + isin(27/5)
sowie (4 = w + w* und (_ = w? + w3,

(i) Zeigen Sie: 2Rew = ¢, und 2Re(w?) = (_.

(ii) Veranschaulichen Sie sich w* fiir &k = 1,2,3,4,5 und (+/2 mit einer Skizze in der
komplexen Zahlenebene, in der auch der Einheitskreis S* eingezeichnet ist.

Bemerkung: Die Zahlen w*, k = 1,...,5 heiflen fiinfte Einheitswurzeln.

(iii) Zeigen Sie: ¢, +¢_ = —1 und {; - (_ = —1. Folgern Sie: Das Polynom 2 + z — 1
besitzt die Linearfaktorzerlegung

Phr—1=(z—C)e—C).
Insbesondere gilt (2 + ¢+ —1=0und (4 = %\/5

(iv) Zeigen Sie:
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Welche Formeln fir cos(72°) und sin(72°) erhalten Sie hieraus?

87i/5 —2mi/5

Lisung. (i) Es gilt w? = e =e = w, also
(t=wHw'=w+w=2Rew.

Die zweite Identitédt folgt analog.



(ii) Eine mogliche Skizze ist die folgende:

(iii) Mit der geometrischen Summenformel und w® = 1 folgt

4 1— w5
b+ C+1=) = =0,
=0 1—w
oder dquivalent ¢, + (- = —1. Wegen w® = w® - w = w und w’ = W’ - w? = w? erhalten

wir weiter
4
Gre=wtwhw+u?) =+l +w =Y W —1=-1
k=0

Zusammen genommen folgt

(z—C)le—C)=a2"=((+C )2+ ¢G - ="+ -1

Insbesondere sind also ¢, und ¢_ Nullstellen des Polynoms z? + 2 — 1. Aus der Tatsache

cos(2m/5) > cos(47/5) folgt ¢, > ¢ und damit durch Losen der quadratischen Gleichung
P +r—-1=0

(z.B. mit der Mitternachtsformel) die explizite Darstellung (. = %‘/5

(iv) Wegen Rew = (4 /2 und 1 = |w]?* = (Rew)? + (Imw)? erhalten wir

2
Imw = 1—(%),

¢ ¢\’
w:Rew#—iImw:%jLi 1—<2+> .

und somit

Einsetzen von (; = ‘/‘;’2’1 liefert die zweite Identitdt. Aus dieser erhalten wir zudem

wWﬂ-wWﬂ@-ﬁ;{SMWWJM%@—;5Zﬁ.




Aufgabe 2 (10 Punkte). Beweisen Sie folgende Halbierungs-Formeln fiir die trigonome-
trischen Funktionen:

1
(i) COS% = 1/4—;()80{ fir |a| <,

() o« sina\/ 2 i ’ ’< /2
il) sin — = ur |o /2,
2 2 14+ 1 —sin?a -

o tan «

fir o < /2.

(iii) tan — =

1+ V1+tan?a
Lésung. (i) Wir benutzen das aus der Vorlesung bekannte Additionstheorem
cos(x +y) = cosx cosy — sinxsiny
mit z = y = a/2 sowie die Identitét sin?(a/2) = 1 — cos?(a/2) und erhalten
cosa = cos(a/2 + a/2) = cos?*(a/2) — sin*(a/2) = 2 cos?*(a/2) — 1.

Umstellen und Wurzelziehen ergibt

1
lcos(a/2)| = ,/*SC’SO‘.

Fir |a| < 7 ist cos(a/2) > 0, also kann man die Betragsstriche weglassen und erhélt die
gewiinschte Identitét.

(ii) Unter Verwendung von Teilaufgabe (i) und der aus der Vorlesung bekannten Formel
sin(2x) = 2cos rsinx

angewendet auf z = a//2 erhalten wir

in(a/2) sin(a) sin v 2 sin a 2
sin(a/2) = = \/ = :
2 cos(a/2) 2 V1+cosa 2 V1++vV1-—sina

Im letzten Schritt haben wir cosa = /1 — sin? « fiir |a| < 7/2 verwendet.
(iii) Mit Aufgabenteilen (i) und (ii) erhalten wir zunéichst fiir |a| < 7/2

tan<a/2)zsm(o‘/2):sm0‘\/ 2 \/ 2 sin o

cos(a/2) 2 VI+cosall+cosa 1+cosa’

Nun folgt aus sin® a + cos? o = 1, dass

=1/1+tan®a

CcoS (v
und damit ,
sina tan o cos « - tan « - tan «
1+ cosa 1+ cosa 1+C0£a 1+vV1+tanZa’
was zu zeigen war. O



Aufgabe 3 (10 Punkte). Berechnen Sie ohne Taschenrechner die exakten Werte von

sinz,cosz und tanz an den Stellen x = %, 7, £, %.

Hinweis: Aufgaben [1] und [ kénnen niitzlich sein.

Lésung. Wir starten mit z = 7/3 und gehen dhnlich vor wie in Aufgabe . Fir
w = ™3 = cos(m/3) + isin(w/3)

ist
0=w’+1=(w+1)(w—-w+1),

also wegen z # —1
Ww—w+1=0.

Aber w? = e27/3 = ¢ime"/3 = 5, also folgt aus obiger Gleichung

l=w+w=2Rew = 2cos(n/3).

Es folgt cos(m/3) = 1/2, sin(n/3) = /1 — cos?(n/3) = v/3/2 und tan(7/3) = /3.
Als néchstes zu = = 7/4. Wir wissen schon, dass sin(7/2) = 1, cos(w/2) = 0. Mit der
Formel aus Aufgabe [2] folgt

1+ cos(m/2) 1
g) =TT o
cos(m/4) 5 73
also auch sin(7/4) = 1/v/2 und tan(n/4) = 1.
Fir z = 7/5 benutzen wir den bekannten Wert cos(27/5) aus Aufgabe [If und wieder
Aufgabe

1+COS2(27T/5):\/\/58+3:\/2\/5+6: <\/5+1>2:1+\/5.

cos(m/5) = \/ 16 1 1

Daraus ergibt sich dann

sin(7/5) = /1 — cos?(m/5) = {/ L _8\/5’
tan(m/5) = \/5 — 2V/5.

Es verbleibt, die Werte fiir = /6 zu berechnen. Aber auch hier konnen wir einfach
wieder Aufgabe [2] und die bisher berechneten Werte benutzen:

cos(m/6) = HCO;(W/?)> = \ég,

also sin(7/6) = 1/2 und tan(7/6) = v/3/3.



Zusammenfassend erhalten wir folgende Wertetabelle:
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Aufgabe 4 (44442 Punkte). Fiir € R und n € N setzen wir z,, := nx — [nxz|. Hierbei
bezeichnet |-| die Abrundungsfunktion, d.h. |y] ist die grofite ganze Zahl kleiner oder
gleich y. Zeigen Sie:

(i) Falls « rational ist, so hat (z,)ney nur endlich viele Hiufungspunkte.

Hinweis: Schreiben Sie x = a/b mit a,b € Z teilerfremd und b > 0 und zeigen Sie,
dass die Menge der Hdaufungspunkte von (x,)nen im Falle x # 0 gegeben ist durch

12 b—1
{07b’b,...7b}.

(ii) Falls z irrational ist, so ist jede reelle Zahl ¢ € [0, 1] Haufungspunkt von (x,,),en.

Hinweis: Sie kénnen den Satz von Bolzano-Weierstraf$ verwenden.
Nun sei a,, := €™ fiir z € R und n € N.

(iii) Bestimmen Sie die Menge aller Haufungspunkte der Folge (a,),en in Abhéngigkeit
von = € R.

Losung. (i) Wir folgen dem Hinweis. Sei # € Q, dann kénnen wir z = a/b schreiben mit
a,b € Z teilerfremd und b > 0. Wir nehmen a # 0 an, der Fall x = a = 0 ist trivial.
Division mit Rest liefert

na = k,b+r, (1)

fiur passende ky,, 7, € Z mit 0 < r, < b. Dann ist na/b = k,, + r,/b und damit

a a Tn
=y L” bJ b @)
Nun behaupten wir, dass fiir n,m € {1,...,b} die Folgenglieder z,, z,, genau dann gleich

sind, wenn n = m. In der Tat: Angenommen z,, = z,,, so ist wegen (2) r, = r,,. Dann

folgt mit

na — k,b =ma—k,b < aln—m)=0b(k, — kn).

Es folgt a | b(k, — k) und wegen Teilerfremdheit von a und b, dass a | (k, — k). Sei
| € Z mit la = k,, — k,,,. Wir schlieffen

a(n—m)=>bla < (n—m)=D0l



Aber —(b—1) <n—m < b—1, also ist die einzige mogliche Losung der obigen Gleichung
[ = 0. Es folgt n = m, wie behauptet. Aus der Behauptung und Gleichung folgt

1 2 b—1
{xl,...,l’b}:{07b,b,...,b}. (3)

Ferner gilt aber fiir jedes n € N, dass |na/b+ a| = |na/b] +a (leichte Ubung) und somit

a

Tn+b = <n+ b)b

L(n%—b)ZJ :n%+a— LnZJ —a = x,,
was zeigt, dass jedes Element der Menge ({3)) ein Haufungspunkt von (z,)nen ist und den
Beweis abschlieft.

(i) Sei ¢ € [0, 1]. Wir stellen zunéchst einige Voriiberlegungen an, bevor wie die eigentliche
Aussage beweisen, dass ¢ ein Haufungspunkt von (x,),en ist. Die Abbildung n +— z,, ist
injektiv, denn aus n # m und x,, = x,, folgt

. |nx| — [mzx|

€Q,
n—m
aber x ist nach Annahme irrational. Weiter besitzt die Folge (x,,)n,en wegen z,, € [0, 1] fiir
alle n € N nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl einen Haufungspunkt. Insbesondere
existieren zu K, N € N natiirliche Zahlen n, m mit n —m > K und
0<| | < = (4)
Ty — Th| < —.
N
Ohne Einschrankung nehmen wir an, dass x, > x,,, sonst vertauschen wir n und m. Sei
M € N die grofite natiirliche Zahl mit M(z,, — x,,) < 1. Aufgrund der Irrationalitit von
x gilt sogar

Mz, —xm) < 1. (5)
Da ¢ € [0, 1], finden wir ein j € {0,..., M — 1} mit
J J+ 1}
=, —. 6
i ©)
Weil zudem
N J J+ 1} "
Die Lange des Intervalls { NN leich N und
 Fiir jedes | € N der Abstand von I(z, — x,,) und (I + 1)(z, — x,,) wegen (4 kleiner
als N ist,
folgt, dass
J J+ 1]
k n - 4m AT AT 7
(o0 —am) € | 2,7 7)

fur ein k € {1,..., M}. Nun folgt aus (5] auch

0 < k(x, —xm,) <1,



also ist

k(x, — zm) — k(2 — 20) |
= k(nzx —mx) — k(|nz| — |mz]) — |k(ne — mx) — k(|nx| — [mz])]
k

= k(nz —mz) — [k(nz — ma)] = Tpmom)-

Hier haben wir |y +a| = |y] + a fir y € R und a € Z benutzt. Schlussendlich erhalten

wir mit @ und , dass
1
|xk5(n—m) — Cl < N
Nun zum Beweis der eigentlichen Aussage. Sei ¢ > 0 und K € N. Wahle N € N mit
1/N < e. Dann gibt es nach obigen Voriiberlegungen n,m € N mit n — m > K und ein
k € N mit

1
|l‘k(n7m) — C| < N < E.

Wegen k(n —m) > K zeigt dies, dass ¢ ein Haufungspunkt der Folge ist. Das war zu
zeigen.

(iii) Die Abbildung f: [0,1] — S*, ¢ — €™ ist surjektiv und stetig. Weiter ist fiir z € R
und jedes n € N

f(xn) _ eQﬂ'z(nac—l_nacJ) _ 62mn:v6—27r2\_nxj _ 627rmac =a,.

Es folgt, dass f(c) ein Haufungspunkt von (a,),en ist, wenn ¢ ein Haufungspunkt von
(2 )nen ist. Umgekehrt gilt: Ist y € S ein Hiufungspunkt von (a,)nen, dann existiert ein
¢ €10,1] mit f(c) = y und c ist ein Haufungspunkt von (z,,)nen.

Mit den vorherhigen Aufgabenteilen schlieflen wir: Fir z = a/b € Q \ {0} mit a,b € Z
teilerfremd und b > 0 ist die Menge der Haufungspunkte von (a,),en gegeben durch

()G (5}

Fiir irrationale z ist jedes y € S* Haufungspunkt von (a,)nen- O]



